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Résumé
On considère une variété riemannienne compacte (Mn,g) de dimension n  3. Sous certaines condi-
tions, on montre l’existence d’une fonction ϕ strictement positive solution d’une équation du type Yamabe,
suivante :
ϕ + hϕ = R˜ϕ n+2n−2
où h ∈ Lp(M), p > n/2 et R˜ ∈ R. On donnera la régularité de ϕ suivant la valeur de p, ensuite on inter-
prétera les résultats en géométrie lorsque h = n−24(n−1)Rg , où Rg est la courbure scalaire de g, en particulier
lorsque Rg = R/d(P, ·)α , avec P ∈ M un point singulier de Rg d’ordre α < 2 et R ∈ C0(M).
© 2007 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
Abstract
Let (Mn,g) be a compact riemannian manifold of dimension n 3. Under some assumptions, we prove
that there exists a positive function ϕ solution of the Yamabe equation
ϕ + hϕ = R˜ϕ n+2n−2
where h ∈ Lp(M), p > n/2 and R˜ ∈ R. We give the regularity of ϕ with respect to the value of p. Finally,
we consider the results in geometry when h = n−24(n−1)Rg , where Rg is the scalar curvature of g, in particular
for Rg = R/d(P, ·)α , with P ∈ M a singular point for Rg of order α < 2 and R ∈ C0(M).
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Définition 1.1. Soit P un point d’une variété riemannienne (Mn,g). ρ est une fonction définie
par :
ρP (Q) =
{
d(P,Q) si d(P,Q) < δ(M)
δ(M) si d(P,Q) δ(M) (1)
avec δ(M) le rayon d’injectivité de la variété M .
Dans tout ce qui suit, on omet P dans la fonction ρ sauf mention contraire.
Définition 1.2. Sur une variété riemannienne (Mn,g), on définit Lp(M,ργ ) comme étant l’es-
pace des fonctions mesurables u dont
‖u‖pp,ργ :=
∫
M
ργ |u|p dv < +∞
où ρ est la fonction introduite dans la définition précédente.
C’est facile de vérifier que Lp(M,ργ ), muni de la norme ‖ · ‖p,ργ est un espace de Banach.
Théorème 1.1 (Inégalité de Hardy). Pour tout fonction u ∈ C∞o (Rn), il existe une constante
c > 0 tel que∥∥|x|γ u∥∥
p
 c
∥∥|x|β∇lu∥∥q
où 1 q  p  qn/(n− lq), γ = β − l + n(1/q − 1/p) > −n/p et n > lq .
Ce type d’inégalité à une dimension a été introduite par Hardy, puis généralisée pour toute
dimension, le livre de Maz’ja [10] est une bonne référence où on trouvera la preuve de ce théo-
rème. Dans notre étude, on s’intéresse à cette inégalité dans le cas où β = 0 et l = 1. Dans ce
cas précis, la constante c = K(n,q, γ ) est la meilleure constante dans l’inégalité ci-dessus. Si
pγ > −q , cette constante est atteinte par la fonction
x → (1 + |x|(q+pγ )/(q−1))(q−n)/(q+pγ )
et K(n,q,−q) = q/(n− q) (cf. [6,9]).
Théorème 1.2. Soit (Mn,g) une variété riemannienne compacte et p, q et γ des nombres réels
qui satisfont (γ + n)/p = −1 + n/q > 0 et 1 q  p  qn/(n − q). Pour tout ε > 0, il existe
A(ε, q, γ ) tel que
∀u ∈ Hq1 (M) ‖u‖p,ργ 
(
K(n,q, γ )+ ε)‖∇u‖q +A(ε, q, γ )‖u‖q (2)
en particulier K(n,q,0) = K(n,q) meilleure constante dans l’inégalité de Sobolev.
Preuve. La preuve de ce théorème est quasiment identique à celle trouvée par Aubin (voir [1],
chapitre 2) dans le cas des inclusions de Sobolev sur les variétés riemanniennes complètes à
courbure bornée.
D’abord, on montre le lemme suivant
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‖f ‖p,ργ Kδ(n, q, γ )‖∇f ‖q
avec BP (δ) une boule de centre P et de rayon δ < δ(M). Lorsque δ → 0, Kδ(n, q, γ ) →
K(n,q, γ ).
Preuve du lemme. On se place dans un système de coordonnées géodésique {r, θ i}, centré en P .
Soit ε > 0 donné, si δ est choisi suffisamment petit alors on a les estimés de la métrique suivant :
1 − ε √gθiθi (r, θ) 1 + ε et (1 − ε)n−1 √∣∣g(r, θ)∣∣ (1 + ε)n−1
La preuve est donnée dans Aubin [1], p. 20.
Si on pose f˜ (x) = f (expP x), on obtient une fonction bien définie sur Rn à support dans
{x ∈ Rn; |x| < 1} qui vérifie, d’après le théorème 1.1 :( ∫
Rn
|x|γ |f˜ |p dx
)1/p
K(n,q, γ )
( ∫
Rn
|∇f˜ |q dx
)1/q
de plus si Q = expP x ∈ BP (δ) alors
|x| = d(P,Q) = ρ(Q) et (1 − ε)|∇f˜ |E (x) |∇f |g(expP x)
On déduit que
‖f ‖p,γ  (1 + ε)(n−1)/p‖f˜ ‖p,γ et ‖∇f ‖q  (1 − ε)1+(n−1)/q‖∇f˜ ‖q
Finalement
‖f ‖p,ργ Kδ(n, q, γ )‖∇f ‖q
avec Kδ(n, q, γ ) = (1 − ε)−1+(1−n)/q(1 + ε)(n−1)/pK(n, q, γ ). 
Pour finir la preuve du théorème, on considère un recouvrement fini {BPi (δ)}1im de M
qui existe puisque la variété est compacte. Soit {hi}1im une partition de l’unité associé à ce
recouvrement. On pose
ηi = h
[q]+1
i∑m
k=1 h
[q]+1
k
avec [q] la partie entière de q . {BPi (δ), hi}1im est aussi une partition de l’unité de M et
η
1/q
i ∈ C1(M), donc il existe H > 0 tel que, pour tout i m : |∇η1/qi |H .
Pour tout u ∈ Hq1 (M), on a
‖u‖qp,ργ = ‖uq‖p/q,ργ =
∥∥∥∥∥
m∑
i=1
ηiu
q
∥∥∥∥∥
p/q,ργ

m∑
i=1
‖ηiuq‖p/q,ργ 
m∑
i=1
‖η1/qi u‖qp,ργ
Or d’après le lemme 1.1, on a pour tout i m
‖η1/qi u‖qp,ργ Kqδ (n, q, γ )
∥∥∇(η1/qi u)∥∥qq
donc
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m∑
i=1
∫
M
(|∇η1/qi ||u| + η1/qi |∇u|)q dv
Kqδ (n, q, γ )
m∑
i=1
∫
M
ηi |∇u|q +μ|∇u|q−1|∇η1/qi |η(q−1)/qi |u|
+ ν|∇η1/qi |q |u|q dv
Kqδ (n, q, γ )
(‖∇u‖qq +μmH‖∇u‖q−1q ‖u‖q + νmHq‖u‖qq)
car il existe μ,ν ∈ R+ tel que pour tout t  0 (1 + t)q  1 +μt + νtq .
On a aussi pour tout z, y,λ ∈ R∗+ qzq−1y  λ(q − 1)zq + λ1−qyq .
Si on pose z = ‖∇u‖q , y = ‖u‖q et λ = qε0/(μmH(q − 1)) avec ε0 > 0 petit alors
‖u‖qp,ργ Kqδ (n, q, γ )
[
(1 + ε0)‖∇u‖qq +A(ε0)‖u‖qq
]
On peut choisir δ et ε0 suffisamment petits de sorte que Kδ(n, q, γ )(1 + ε0)1/q K(n,q, γ )+ ε
et si on pose A(ε, q, γ ) = (K(n, q, γ ) + ε)A(ε0)1/q alors l’inégalité (2) est établie. 
Théorème 1.3. Soit (Mn,g) une variété riemannienne compacte.
1. Si (γ + n)/p = −1 + n/q > 0 et 1 q  p alors Hq1 (M) ↪→ Lp(M,ργ ) continûment.
2. Si (γ + n)/p > −1 + n/q > 0, γ  0 et q  p alors cette inclusion est compacte.
Preuve. La preuve de la première partie de ce théorème est évidente compte tenue de l’inégalité
démontrée dans le théorème 1.2. La seconde partie du théorème est établie si on montre que
H
q
1 (M) ↪→ Lr(M) ↪→ Lp(M,ργ ) continûment, où la première inclusion est compacte pour un
certain r  1 qu’on déterminera.
Par l’inégalité de Hölder, on a pour tout u ∈ Hq1 (M)
‖u‖pp,ργ =
∫
M
ργ |u|p dv 
(∫
M
ργ r
′
dv
)1/r ′
‖u‖pr
où r ′ = r/(r − p). Pour que le second membre de cette inégalité soit fini, il suffit que γ r/(r −
p) > −n pour le premier facteur et 1/r > 1/q − 1/n pour le second facteur. De plus le théorème
de Kondrakov assure que si r  1 satisfait la deuxième inégalité alors l’inclusion Hq1 (M) ↪→
Lr(M) est compacte. On en déduit qu’on doit avoir
n
r
<
γ + n
p
, et
n
r
> −1 + n
q
Puisque (γ + n)/p > −1 + n/q par hypothèse alors pour que u ∈ Lp(M,ργ ) et que l’inclusion
soit compacte, il suffit de poser
n
r
= 1
2
(
γ + n
p
− 1 + n
q
)
Comme γ  0 alors n/r < (γ + n)/p  n/p donc r > p  1. 
Remarque. On voit bien que l’espace Lp(M,ργP ) dépend du point P ∈ M choisi, en effet si on
définit un autre Lp(M,ργ ′) avec un point P ′ ∈ M différent de P alors les deux espaces sontP
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qu’on a déjà montrées dans les théorèmes 1.2 et 1.3 sont valables pour tout point P ∈ M .
2. La régularité des solutions de l’opérateur de Schrödinger
Soit U un ouvert d’une variété compacte (Mn,g) et χU la fonction caractéristique de U .
Définition 2.1. L’espace de Kato–Stummel Kn(U) est l’ensemble des fonctions mesurables
f :U → R, tel que pour tout t > 0
ϕf (t,U) := sup
Q∈M
∫
Bt (Q)
|f (S)|χU(S)
(d(Q,S))n−2
dv(S)
est fini et limt→0+ ϕf (t,U) = 0.
On note par G :M × M → R la fonction de Green du Laplacien  qui satisfait au sens des
distributions, pour P ∈ M
G(P, ·) = δP − 1/vol(M) (3)
Cette section est consacrée à la démonstration du théorème suivant :
Théorème 2.1. Soit f ∈ Kn(U). Si u ∈ L1loc(U) est une solution au sens des distributions de
l’équation
u+ f u = 0
et f u ∈ L1loc(U) alors u est localement bornée sur U .
Simader [13] a prouvé ce théorème dans le cas particulier d’un ouvert de Rn. On commence
par démontrer une série de 3 lemmes.
Lemme 2.1. Soit h ∈ L1loc(U) et ξ ∈ C∞0 (U). Si v ∈ L1loc(U) est solution au sens des distribu-
tions de v = h alors presque pour tout S ∈ U .
ξ(S)v(S) =
∫
M
h(Q)ξ(Q)G(Q,S)dv(Q) +
∫
M
v(Q)
[−G(Q,S)ξ(Q)
+ 2gQ
(∇ξ(Q),∇QG(Q,S))+ ξ(Q)/vol(M)]dv(Q)
Preuve. Puisque C∞0 (U) est dense dans L1(U) alors il existe une suite de fonctions (vn)n∈N
dans C∞0 (U) tel que vn → v dans L1loc(U) et p.p et que vn → h dans L1loc(U) et p.p. On
prolonge par 0 toutes les fonctions à support dans U , afin d’avoir des fonctions définies sur M .
On applique la formule (3) à ξvn. On trouve, après avoir fait une intégration par partie que
ξvn(S) =
∫
M
G(Q,S)(ξvn)(Q)dv(Q) +
∫
M
ξ(Q)vn(Q)/vol(M)dv(Q)
=
∫
vn(Q)
[
2gQ
(∇ξ(Q),∇G(Q,S))
M
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+
∫
M
G(Q,S)ξ(Q)vn(Q)dv(Q) (4)
Notons que si F(S) := ∫
M
h(Q)ξ(Q)d(Q,S)−β dv(Q) alors F existe p.p, F ∈ L1(U), et que si
Fn(S) :=
∫
M
hn(Q)ξ(Q)d(Q,S)
−β dv(Q) alors Fn(Q) → F(Q) p.p Q ∈ U , avec 0 < β < n,
hn ∈ C∞0 (U) et hn → h dans L1loc(U).
En effet
∫
U
|F |dv  ‖ξh‖L1(U) supQ∈U
∫
U
d(Q,S)−α dv(S) < +∞ et ∫
U
|Fn − F |dv 
‖ξ‖∞‖hn − h‖L1(supp ξ) supQ∈U
∫
U
d(Q,S)−α dv(S) < +∞.
Si on applique ce résultat et on fait tendre n vers +∞ dans l’égalité (4), sachant que
|∇ iG(Q,S)| d(Q,S)2−i−n pour i = 0;1, on déduit la formule énoncée dans le lemme. 
On considère une fonction η :R → [0,1] C∞ à support compact tel que η(t) = 0 si |t |  1,
η(t) = 1 si |t | 1/2. On pose pour tout Q,S ∈ M
ηδ(Q,S) = η
(
δ−1d(Q,S)
)
et pour tout S ∈ M , Q ∈ U différent de S
Fδ(S,Q) =
∫
M
|f (T )|ηδ(S,T )ηδ(Q,T )
d(T ,Q)n−2d(T ,S)n−2
dv(T )
où 0 < δ < d(Q,∂U)/4.
Lemme 2.2. ∃c1(n) > 0/Fδ(S,Q) c1(n)ϕf (δ,B3δ(Q))η4δ(S,Q)d(S,Q)2−n.
Preuve. On distingue deux cas :
1. Si d(S,Q) > 2δ alors ηδ(S,T )ηδ(Q,T ) = 0 donc Fδ(S,Q) = 0.
2. Si d(S,Q)  2δ, on pose U1 = Bd(Q,S)/2(Q) et U2 = M − U1, on note par Ij l’intégrale
sur Uj de la fonction utilisée pour définir Fδ(S,Q) avec j = 1,2 de sorte que Fδ(S,Q) =
I1 + I2.
Si T ∈ U1 alors d(S,T ) d(S,Q)/2 et I1  (2/d(Q,S))n−2ϕf (δ,B3δ(Q)).
Si T ∈ U2 alors d(Q,T ) d(S,Q)/2 et I2  (2/d(Q,S))n−2ϕf (δ,B3δ(Q)).
Finalement Fδ(S,Q) 2(2/d(Q,S))n−2ϕf (δ,B3δ(Q))η4δ(S,Q). 
Lemme 2.3. Soit Q0 ∈ U, r0 > 0 suffisamment petit tel que B¯2r0(Q0) ⊂ U . Pour 0 < δ0  r0 et
presque pour tout Q ∈ Br0(Q0)
u(Q) =
∫
M
−f (T )u(T )ηδ(Q,T )G(Q,T )dv(T )+
∫
M
u(T )
[−G(Q,T )T ηδ(Q,T )
+ 2gT
(∇T ηδ(Q,T ),∇T G(Q,T ))+ ηδ(Q,T )/vol(M)]dv(T ) (5)
Preuve. On pose ξ(T ) = ηδ(Q1, T ) avec Q1 ∈ Br0(Q0), donc ξ ∈ C∞0 (U), le lemme 2.1 s’ap-
plique pour u, qui satisfait les hypothèses du théorème 2.1, ce qui donne
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∫
M
−f (T )u(T )ηδ(Q1, T )G(Q,T )dv(T )
+
∫
M
u(T )
[−G(Q,T )T ηδ(Q1, T )
+ 2gT
(∇T ηδ(Q1, T ),∇T G(Q,T ))+ ηδ(Q1, T )/vol(M)]dv(T )
Puisque Q1 est arbitraire dans Br0(Q0), il suffit de prendre Q1 = Q pour avoir la formule du
lemme. 
Preuve du théorème 2.1. On note I = [1/2,1] et χI la fonction caractéristique de cet intervalle.
On suppose que les nombres réels positifs r0, r, δ0 et δ satisfont au inégalités : 0 < δ  δ0  r0/4,
0 < r  r0/2 et que B¯2r0(Q0) ⊂ U . On a les inégalités suivantes :∣∣∇T ηδ(T ,Q)∣∣ δ−1c2(n)χI (δ−1d(T ,Q))∣∣T ηδ(T ,Q)∣∣ δ−2c2(n)χI (δ−1d(T ,Q))
Par conséquent la deuxième intégrale du lemme 2.3, qu’on notera J , satisfait l’inégalité :
|J | c3(n)
(
δ−n
∫
M
χI
(
δ−1d(T ,Q)
)∣∣u(T )∣∣dv(T )+ ∫
Bδ(Q)
∣∣u(T )∣∣dv(T )) (6)
pour tout Q ∈ Br0(Q0) ⊂ B¯2r0(Q0) ⊂ U . D’où∣∣u(Q)∣∣ c4(n)
∫
M
|f u(T )|ηδ(T ,Q)
d(T ,Q)n−2
dv(T )+ c3(n)
(∫
M
δ−n
∣∣u(T )∣∣χI (δ−1d(T ,Q))
+ ∣∣u(T )∣∣χBδ(Q)(T ) dv(T )
)
On intégre cette inégalité sur M , après l’avoir multiplié par |f (Q)|ηδ(S,Q)d(Q,S)2−n, avec
S ∈ Br(Q0), ensuite on applique le théorème de Fubini, on obtient∫
M
|f u(Q)|ηδ(S,Q)
d(S,Q)n−2
dv(Q) c4(n)J1 + c3(n)J2
où l’on a posé
J1 =
∫
M
∣∣f u(T )∣∣(∫
M
|f (Q)|ηδ(T ,Q)ηδ(S,Q)
d(T ,Q)n−2d(Q,S)n−2
dv(Q)
)
dv(T )
J2 =
∫
M
|f (Q)|ηδ(S,Q)
d(Q,S)n−2
(∫
M
δ−n
∣∣u(T )∣∣χI (δ−1d(T ,Q))
+ ∣∣u(T )∣∣χBδ(Q)(T ) dv(T )
)
dv(Q)
Dans l’expression de J2, on remarque que J2 = 0 si d(T ,Q) < δ et d(Q,S) < δ, par hypothèse
d(S,Q0) < r , donc d(T ,Q0) < 2δ + r < 2r0, ce qui permet d’écrire
J2  ϕf
(
δ,B2r (Q0)
)
(δ−n + 1)‖u‖L1(B (Q ))0 r+2δ 0
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= 0 si d(Q,S) < δ donc B3δ(Q) ⊂
B2r0(Q0) et ϕf (δ,B3δ(Q0)) ϕf (δ,B2r0(Q0)). Par le lemme 2.2
J1  c1(n)ϕf
(
δ,B2r0(Q0)
) ∫
M
|f u(T )|η4δ(S,T )
d(S,T )n−2
dv(T )
 c1(n)ϕf
(
δ,B2r0(Q0)
)(∫
M
|f u(T )|[η4δ(S,T )− ηδ(S,T )]
d(S,T )n−2
dv(T )
+
∫
M
|f u(T )|ηδ(S,T )
d(S,T )n−2
dv(T )
)
 c1(n)ϕf
(
δ,B2r0(Q0)
)(
(2/δ)n−2‖f u‖L1(Br+4δ(Q0)) +
∫
M
|f u(T )|ηδ(S,T )
d(S,T )n−2
dv(T )
)
car η4δ(S,T )− ηδ(S,T ) = 0 si d(T ,S) δ/2 ou d(T ,S) 4δ.
Des estimés de J1 et J2, on tire que∫
M
|f u(Q)|ηδ(Q,S)
d(Q,S)n−2
dv(Q)
 c4(n)J1 + c3(n)J2  ϕf
(
δ,B2r0(Q0)
)(
c1(n)c4(n)(2/δ)n−2‖f u‖L1(Br+4δ(Q0))
+ c1(n)c4(n)
∫
M
|f u(T )|ηδ(S,T )
d(S,T )n−2
dv(T )+ c3(n)(δ−n + 1)‖u‖L1(Br+2δ(Q0))
)
Puisque f ∈ Kn(U) alors limδ→0+ ϕf (δ,U) = 0, donc on peut choisir δ suffisamment petit pour
que 1 − c1(n)c4(n)ϕf (δ,B2r0(Q0)) soit strictement positif, on déduit qu’il existe λ1, λ2 > 0,
deux constantes qui dépendent de n et δ tels que, pour tout S ∈ Br(Q0)∫
M
|f u(Q)|ηδ(Q,S)
d(Q,S)n−2
dv(Q) λ1‖f u‖L1(Br+4δ(Q0)) + λ2‖u‖L1(Br+2δ(Q0))
Si on utilise cette inégalité et l’inégalité (6) dans l’expression du lemme 2.3, on conclut que pour
tout Q ∈ Br(Q0)∣∣u(Q)∣∣ λ1‖f u‖L1(Br+4δ(Q0)) + λ3‖u‖L1(Br+2δ(Q0)) 
On a aussi un résultat semblable au précédent, mais qui impose une condition plus forte sur f .
Ce résultat à été déjà utilisé par Trudinger [16] pour le problème de Yamabe, dont on peut trouver
une preuve dans l’article de Serrin [12].
Théorème 2.2. Si u 0 est une solution dans H 21 (M), non triviale, de l’équation u+f u = 0,
sur une variété compacte M avec f ∈ Lp(M) et p > n/2 alors u est strictement positive bornée.
3. Étude d’une équation de type Yamabe
Soit (M,g) une variété riemannienne compacte C∞. On considère le problème suivant :{
ψ + hψ = h˜ψ n+2n−2 (7)
ψ > 0
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tionnelle pour résoudre ce problème.
Pour tout ψ ∈ H 21 (M), on définit l’énergie et le quotient de Sobolev de ψ par :
E(ψ) =
∫
M
|∇ψ |2 + hψ2 dv (8)
Q(ψ) = E(ψ)‖ψ‖2N
(9)
Q(M) = inf
ψ∈H 21 (M)−{0},ψ0
Q(ψ) = inf‖ψ‖N=1,ψ0E(ψ) (10)
avec N = 2n
n−2 . On note par [p] la partie entière d’un nombre réel p. Voici le résultat principal
de cette étude :
Théorème 3.1. Si Q(M) <K−2(n,2) alors le problème (7) admet une solution strictement posi-
tive ϕ ∈ C1−[n/p],β(M), pour un certain β ∈ ]0,1[, qui satisfait E(ϕ) = Q(M) = h˜ et ‖ϕ‖N = 1.
Preuve. D’abord montrons que Q(M) est fini. Par l’inégalité d’Hölder, on a
E(ψ)−‖h‖n/2‖ψ‖2N
donc Q(M)−‖h‖n/2 > −∞.
Soit (ϕi)i∈N une suite minimisante :
E(ϕi) = Q(M)+ o(1), ‖ϕi‖N = 1 et ϕi  0 (11)
En utilisant l’inégalité d’Hölder encore une fois dans l’équation ci-dessus, on obtient
‖∇ϕi‖22  ‖h‖n/2 +Q(M)+ o(1)
‖ϕi‖22 
(
vol(M)
)2/n
On déduit que (ϕi)i∈N est bornée dans H 21 (M). Quitte à extraire une sous suite, on peut supposer
qu’il existe ϕ ∈ H 21 (M) tel que
∗ ϕi ⇀ ϕ faiblement dans H 21 (M) par le théorème de Banach ;∗ ϕi → ϕ fortement dans Lq(M) pour tout q <N par l’inclusion Kondrakov ;
∗ ϕi → ϕ presque partout.
On conclut que :∫
M
|h||ϕi − ϕ|2 dv  ‖h‖p‖ϕi − ϕ‖22p/(p−1) → 0 fortement car 2p/(p − 1) < N
On pose ψi = ϕi − ϕ, donc ψi → 0 faiblement dans H 21 (M), fortement dans Lq(M) pour tout
q <N .
On a ‖∇ϕi‖22 = ‖∇ψi‖22 + ‖∇ϕ‖22 + 2
∫
M
∇ψi · ∇ϕ dv. On déduit que
E(ϕi) = E(ϕ)+ ‖∇ψi‖2 + o(1)2
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la suite (ϕi)i∈N alors
Q(M)‖ϕ‖2N + ‖∇ψi‖22 Q(M)+ o(1) (12)
On utilisera le résultat suivant, dû à Brezis et Lieb [4].
Lemme 3.1. Soit (fi)i∈N une suite de fonctions dans un espace mesuré (Ω,Σ,μ). Si (fi)i∈N est
uniformément bornée dans Lp avec 0 <p < +∞ et fi → f p.p, alors
lim
i→+∞
[‖fi‖pp − ‖fi − f ‖pp]= ‖f ‖pp
On applique ce lemme pour la suite (ϕi)i∈N, on trouve
‖ψi‖NN + ‖ϕ‖NN + o(1) = 1 (13)
‖ψi‖2N + ‖ϕ‖2N + o(1) 1 (14)
Par le théorème 1.2
‖ψi‖2N 
(
K2(n,2)+ ε)‖∇ψi‖22 + o(1)
donc l’inégalité (14 devient(
K2(n,2)+ ε)‖∇ψi‖22 + ‖ϕ‖2N + o(1) 1
Si on utilise cette dernière inégalité dans (12), on trouve
Q(M)‖ϕ‖2N + ‖∇ψi‖22 Q(M)
[(
K2(n,2)+ ε)‖∇ψi‖22 + ‖ϕ‖2N ]+ o(1)
Finalement[
1 −Q(M)(K2(n,2)+ ε)]‖∇ψi‖22  o(1)
Si Q(M) < K−2(n,2) alors on peut choisir ε de sorte que le premier facteur de cette inégalité
soit strictement positif. On déduit que (ψi)i∈N converge fortement vers 0 dans H 21 (M), ϕi → ϕ
fortement dans H 21 (M) et L
N(M) d’où Q(ϕ) = Q(M).
On vient de mettre en évidence une solution non triviale de l’équation
ψ + hψ = Q(M)ψN−1
qui satisfait ‖ϕ‖N = 1 et ϕ  0. Il nous reste à étudier la régularité de ϕ.
ϕ est solution de l’équation u + f u = 0 avec f = h − Q(M)ϕN−2. Montrons que f ∈
Kn(M) l’espace de Kato–Stummel, introduit dans le début de la section précédente.∫
Bt (Q)
|f (S)|
(d(Q,S))n−2
dv(S)
∫
M
|h(S)|dv(S)
d(Q,S)n−2
+Q(M)‖ϕ‖4/(n−2)
4/(n−2),ρ2−nQ
 ‖h‖p
∥∥d(Q, ·)2−n∥∥
p/p−1 + c
(‖∇ϕ‖2 + ‖ϕ‖2)4/(n−2)
Pour avoir la dernière expression, on a utilisé l’inégalité de Hölder pour majorer le premier
terme et le théorème 1.3 pour le second terme. D’une part ϕ ∈ H 21 (M) et p > n/2 alors pour tout
Q ∈ M , il existe K > 0 tel que
‖h‖p
∥∥d(Q, ·)2−n∥∥ <Kp/(p−1)
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On pose
g(Q,S) = |h(S)−Q(M)ϕ
4/(n−2)(S)|
(d(Q,S))n−2
g(t,Q,S) = g(Q,S)χBt (Q)(S)
G(t,Q) =
∫
M
g(t,Q,S)dv(S)
D’après ce qui précéde, on a pour tout Q ∈ M et t > 0, G(t,Q) existe et fini. Comme M
est compacte alors il existe Q0 ∈ M tel que supQ∈M G(t,Q) = G(t,Q0). On a aussi pour
tout t > 0, g(t,Q0, S)  g(Q0, S) et limt→0 g(t,Q0, S) = 0 p.p. Par le théorème de conver-
gence dominée de Lebesgue, on déduit que limt→0 G(t,Q0) = 0. C’est clair que la fonction
t → supQ∈M G(t,Q) est croissante. On déduit que
lim
t→0ϕf (t,M) = limt→0 supQ∈M G(t,M) limt→0G(t,Q0) = 0
Ce qui prouve que f ∈ Kn(M). Puisque f ϕ ∈ L1(M), on peut appliquer le théorème 2.1, d’où
ϕ est localement bornée sur M . Mais comme M est compacte, ϕ est bornée sur M . Dans ce cas
f ∈ Lp(M). Par le théorème 2.2, ϕ est strictement positive. Comme
ϕ = −hϕ +Q(M)ϕN−1 ∈ Lp(M)
alors par le théorème de régularité pour les opérateurs elliptiques et l’inclusion de Sobolev
ϕ ∈ Hp2 (M) ⊂ C1−[n/p],β(M)
avec β ∈ ]0,1 + [n/p] − n/p[. 
On considère l’équation suivante :
ψ + R
ρα
ψ = R˜ψ n+2n−2 (15)
où R ∈ C0(M) et α, R˜ ∈ R. On pose
Eα(ϕ) =
∫
M
|∇ϕ|2 + R
ρα
ϕ2 dv (16)
Qα(ϕ) = Eα(ϕ)‖ϕ‖2N
(17)
Qα(M) = inf
ϕ∈H 21 (M)−{0},ϕ0
Qα(ϕ) = inf‖ϕ‖N=1,ϕ0Eα(ϕ) (18)
Corollaire 3.1. Si 0 < α < 2 et Qα(M) < K−2(n,2) alors l’équation (15) admet une solution
ϕα ∈ C1−[α],β(M) strictement positive qui satisfait Eα(ϕα) = Qα(M) = R˜ et ‖ϕα‖N = 1.
Preuve. Ce corollaire est un résultat immédiat du théorème 3.1, en effet h := R/ρα ∈ Lp(M)
avec 2 > n/p > α. 
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Ce cas a été déjà étudié sur Rn par Terracini [15] et Smets [14], ils ont montré l’existence et
non existence de solutions de l’équation ci-dessous pour α = 2 et ρ = |x| sous certaines condi-
tions. Dans la section précédente, on a montré que si α ∈ ]0,2[ et Qα(M) < K−2(n,2) alors il
existe une fonction strictement positive ϕα ∈ C1−[α](M) qui satisfait
ϕα + R
ρα
ϕα = Qα(M)ϕN−1α (19)
Qα(M) = E(ϕα) et ‖ϕα‖N = 1 (20)
Théorème 4.1. Si Q2(M) < [1 + min(R(P ),0)K2(n,2,−2)]K−2(n,2) et 1 + R(P )K2(n,2,
−2) > 0 alors il existe ϕ2 ∈ H 21 (M) solution non triviale de l’équation (19) pour α = 2.
Preuve. (a) Q2(M) est fini et limα→2− Qα(M) = Q2(M). En effet pour tout ε > 0 il existe
δ > 0 tel que si Q ∈ Bδ(P ) alors |R(Q)−R(P )| < ε, de plus si ψ ∈ H 21 (M) et ‖ψ‖N = 1 alors
E2(ψ) ‖∇ψ‖22 −
‖R‖∞
δ2
‖ψ‖22 +
(
R(P )− ε) ∫
Bδ(P )
ρ−2ψ2 dv
Par le lemme 1.1 et l’inégalité de Hölder :
E2(ψ)
[
1 + (min(R(P ),0)− ε)K2δ (n,2,−2)]‖∇ψ‖22 − ‖R‖∞δ−2vol(M)2/n
Si 1 + R(P )K2(n,2,−2) > 0 alors il existe ε et δ tels que E2(ψ) > −‖R‖∞δ−2vol(M)2/n.
Concernant la limite, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a pour tout ψ ∈
H 21 (M)− {0} : limα→2− Qα(ψ) = Q2(ψ), en passant aux bornes inférieures, on déduit la limite.
Par cette limite, il existe α0 proche de 2 tel que pour tout α ∈ [α0,2] : Qα(M) <K−2(n,2).
(b) Montrons que la famille {ϕα}α∈[α0,2[ est uniformément bornée dans H 21 (M). Cette famille
satisfait (19) et (20) donc pour tout α ∈ [α0,2[
‖ϕα‖2  vol(M)1/n et ‖∇ϕα‖22 +
∫
Bδ(P )
R
ρα
ϕ2α dv K−2(n,2)+ δ−2‖R‖∞‖ϕα‖22
Mais ∫
Bδ(P )
R
ρα
ϕ2α dv 
(
min
(
R(P ),0
)− ε)K2δ (n,2,−2)‖∇ϕα‖22
d’où [
1 + (min(R(P ),0)− ε)K2δ (n,2,−2)]‖∇ϕα‖22 K−2(n,2)+ δ−2‖R‖∞vol(M)2/n
Vue l’hypothèse sur R(P ) on peut choisir ε suffisamment petit pour que le premier facteur de
cette inégalité soit strictement positif.
(c) Il existe une suite (αi)i∈N à valeur dans [α0,2[ qui converge vers 2, telle que la suite de
fonctions (ϕαi )i∈N converge faiblement dans H 21 (M), L2(M,ρ−2), LN(M) et fortement dans
Lq(M) vers une fonction ϕ2  0, avec q <N .
Pour tout ψ ∈ H 21 (M)∫
∇ϕαi∇ψ dv +
∫
R
ραi
ϕαiψ dv = Qαi (M)
∫
ϕN−1αi ψ dvM M M
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la convergence faible dans H 21 (M). Pour la seconde intégrale :∣∣∣∣
∫
M
R
ραi
ϕαiψ −
R
ρ2
ϕ2ψ dv
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫
M
Rψ
ρ2
(ϕαi − ϕ2) dv
∣∣∣∣+
∫
M
|Rψϕαi |
∣∣∣∣ 1ραi − 1ρ2
∣∣∣∣dv
La convergence faible dans L2(M,ρ−2) et le théorème de convergence dominée de Lebesgue
implique que le second membre converge vers 0.
(ϕαi )i∈N est uniformément bornée dans LN(M) alors (ϕN−1αi )i∈N est uniformément bornée
dans LN/(N−1) d’où
Qαi (M)
∫
M
ϕN−1αi ψ dv → Q2(M)
∫
M
ϕN−12 ψ dv
On conclut que ϕ2 est une solution faible de l’équation (19) pour α = 2. Il nous reste à montrer
que ϕ2 n’est pas identiquement nulle. Le théorème 1.2 implique que
1 = ‖ϕαi‖2N 
(
K2(n,2)+ ε)(Qαi (M)−
∫
M
R
ραi
ϕ2αi dv
)
+A‖ϕαi‖22 (21)
Ce même théorème implique encore une fois∫
M
R
ραi
ϕ2αi dv =
∫
Bδ(P )
R
ραi
ϕ2αi dv +
∫
M−Bδ(P )
R
ραi
ϕ2αi dv

(
min
(
R(P ),0
)− ε)(K2(n,2,−2)+ ε′)(Qαi (M)−
∫
M
R
ραi
ϕ2αi dv
)
−A‖ϕαi‖22
d’où ∫
M
R
ραi
ϕ2αi dv 
(min(R(P ),0) − ε)(K2(n,2,−2)+ ε′)
[1 + (min(R(P ),0) − ε)(K2(n,2,−2)+ ε′)]Qαi (M)−A
′‖ϕαi‖22 (22)
Le dénominateur ci-dessus est strictement positif si ε et ε′ sont suffisamment petit. Les constantes
A et A′ ne dépendent pas de αi . Des inégalités (21) et (22), on tire que
A′′‖ϕαi‖22 
1 + (min(R(P ),0) − ε)(K2(n,2,−2)+ ε′)− (K2(n,2)+ ε)Qαi (M)
1 + (min(R(P ),0)− ε)(K2(n,2,−2)+ ε′)
Le second membre de cette expression reste strictement positif lorsque i → +∞ alors il existe
c > 0 tel que ‖ϕ2‖22 > c. 
5. Interprétation géométrique
Soit M une variété compacte C∞ de dimension n 3 et g une métrique riemannienne sur M .
Hypothèse (G). g est une métrique de classe C1 sur M . Il existe un point P0 ∈ M et δ > 0 tels
que g est C∞ sur la boule BP (δ). La courbure scalaire de g, Rg ∈ Lp(M) avec p > n/2.0
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trique C∞ et α ∈ ]0,1[, les dérivées secondes de g ont des singularités du type ρ−α . Le problème
est de chercher une métrique g˜ conforme à g qui satisfait l’hypothèse (G), pour laquelle la cour-
bure scalaire est constante partout, même au point où Rg n’est pas régulière. Ce problème est
bien connu dans le cas des métriques C∞ sur M , il s’agit du problème de Yamabe [17]. Dans
notre cas bien précis si g˜ = ψ4/(n−2)g alors
gψ + n− 24(n− 1)Rgψ =
n− 2
4(n− 1)Rg˜ψ
n+2
n−2 (23)
On pose Q(ψ) la fonctionnelle de Yamabe définie pour tout ψ ∈ H 21 (M) par
Q(ψ) = E(ψ)‖ψ‖2N
=
∫
M
|∇ψ |2 + n−24(n−1)Rgψ2dv
‖ψ‖2N
et Q(M) = inf
ψ∈H 21 (M)−{0}
Q(ψ)
Si g est une métrique qui satisfait l’hypothèse G alors Q(ψ) est bien définie car Rgψ2 est
intégrable.
Théorème 5.1. Soit M une variété compacte C∞, g une métrique riemannienne qui satisfait
l’hypothèse (G) alors il existe une métrique g˜ conforme à g ayant une courbure scalaire Rg˜
constante. De plus, si (Mn,g) n’est pas conformément difféomorphe à la sphère Sn munie de la
métrique canonique alors Q(M) <K−2(n,2).
Lemme 5.1. Si Q(M) > 0 alors le Laplacien conforme Lg :=  + n−24(n−1)Rg est coercif, c’est à
dire qu’il existe c > 0 tel que
∀ψ ∈ H 21 (M) E(ψ) c
(‖∇ψ‖22 + ‖ψ‖22)
Preuve. Supposons que Lg ne soit pas coercif, alors il existe une suite (ψi)i∈N dans H 21 (M) qui
satisfait
E(ψi) <
1
i
(‖∇ψi‖22 + vol(M)2/n) et ‖ψi‖N = 1
ce qui entraîne que(
1 − 1
i
)
‖∇ψi‖22 +
∫
M
n− 2
4(n− 1)Rgψ
2
i dv <
vol(M)2/n
i
d’où limi→+∞ E(ψi) 0. Mais limi→+∞ E(ψi)Q(M) > 0. Ce qui est impossible. 
Lemme 5.2. Si Q(M) > 0 alors il existe une unique fonction de Green GP0 de Lg qui satisfait
au sens des distributions LgGP0 = δP0 et
(i) GP0 est C∞ sur BP0(δ)− {P0}.
(ii) GP0 ∈ Hp2 (M − BP0(r)) ∩ C0,β(M − BP0(r)) pour un certain β ∈ ]0,1[ et pour tout r > 0fixé.
Preuve. L’unicité de GP0 est dû au fait que kerLg = {0}. En ce qui concerne l’existence de cette
fonction : on pose f (r) une fonction radiale décroissante C∞ positive, égale à 1 pour r < δ/2 et
nulle pour r  δ(M) le rayon d’injectivité de M . On définit les fonctions suivantes
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(n− 2)ωn−1 r
2−n avec r = d(S,Q)
Γ 1(P,Q) = −LQH(P,Q)
∀i ∈ N Γ i+1(P0,Q) =
∫
M
Γ i(P0, S)Γ
1(S,Q)dv(S)
La fonction de Green de Lg s’écrit
GP0(Q) = H(P0,Q)+
k∑
i=1
∫
M
Γ i(P0, S)H(S,Q)dv(S)+ FP0(Q)
où FP0 est l’unique solution de l’équation LgFP0 = Γ k+1(P0, ·). Comme∣∣Γ 1(S,Q)∣∣ c(∣∣Rg(Q)∣∣+ 1)d(S,Q)2−n
Les Γ i sont majorées par
∀i  2 ∣∣Γ i(P0,Q)∣∣ c(∣∣Rg(Q)∣∣+ 1)×
{
d(P0,Q)2i−n si 2i < n
1 + log(d(P0,Q)) si 2i = n
1 si 2i > n
On renvoie le lecteur au chapitre 4 du livre d’Aubin [1] pour plus de détail sur les fonctions de
Green.
(i) Comme LgGP0 = 0 sur BP0(δ) − {P0}, le théorème de régularité affirme que GP0 est C∞
sur BP0(δ)− {P0} puisque la métrique est C∞ sur BP0(δ).
(ii) On a aussi LgGP0 = 0 sur M − BP0(r), en utilisant le théorème 2.1, on déduit que GP0 est
localement bornée donc bornée sur M −BP0(r) et comme gGP0 ∈ Lp(M −BP0(r)) alors
GP0 ∈ C0,β(M −BP0(r))∩Hp2 (M −BP0(r)). 
Quitte à considérer une métrique conforme, on peut supposer que g est la métrique de Cao–
Günther [5,7] en P0 (i.e. dans BP0(ε), il existe un système de coordonnées géodésiques dans
lequel |g| = 1). Nous avons alors le théorème d’Aubin [3] suivant :
Théorème 5.2. Si Lg est inversible et si au voisinage de P0 ∈ M la fonction de Green normalisée
GP0 s’écrit
GP0(Q) = r2−n +A+ O(r)
avec r = d(P0,Q), alors A > 0 sauf si (Mn,g) est conformément difféomorphe à la sphère Sn
munie de la métrique canonique, auquel cas A = 0.
Preuve du théorème 5.1. Si (Mn,g) est conformément difféomorphe à la sphère Sn munie de
la métrique canonique gcan alors il n’y a rien à montrer car (Sn, gcan) est à courbure scalaire
constante. Dans la suite de la preuve, on suppose que (Mn,g) n’est pas conformément difféo-
morphe à (Sn, gcan). On commence par montrer l’inégalité. Si Q(M) 0 alors elle est triviale.
Supposons que Q(M) > 0. Deux cas se présentent :
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cut-off de support dans BP0(2ε), η = 1 sur BP0(ε), 2ε < δ et
uε(Q) =
(
ε
r2 + ε2
) n−2
2
, r = d(P0,Q)
Comme suppϕ ⊂ BP0(δ) et que la métrique g est de classe C∞ sur cette boule alors d’après
Aubin [2]
Q(M)Q(ϕ)
{
K−2(n,2)− c|W(P0)|2ε4 + o(ε4) si n > 6
K−2(n,2)− c|W(P0)|2ε4 log 1ε + O(ε4) si n = 6
avec |W(P0)| la norme du tenseur de Weyl au point P0. Lee et Parker [8] ont donné une preuve
simple de l’inégalité ci-dessus, en utilisant les coordonnées géodésiques conformes en P0. Par
hypothèse la métrique n’est pas conformément plate au voisinage de P0 et n 6 donc |W(P0)| =
0 d’où Q(M) <K−2(n,2).
(b) Soit (Mn,g) est conformément plate en P0 ou n = 3,4 ou 5 : Puisque Q(M) est un inva-
riant conforme, quitte à considérer une métrique conforme à g, on peut supposer que la fonction
de Green normalisée GP0 s’écrit :
GP0(Q) = r2−n +A+ O(r)
Si la métrique g satisfait l’ hypothèse (G) et que (Mn,g) n’est pas conformément difféomorphe
à la sphère Sn munie de la métrique canonique, par le théorème 5.2, nous savons que A > 0.
Considérons alors ϕ la fonction test introduite par Schoen [11], définie pour tout Q ∈ M par :
ϕ(Q) =
⎧⎨
⎩
uε(Q) si Q ∈ BP0(ρ0)
ε0[GP0 − η(GP0 − r2−n −A)](Q) si Q ∈ BP0(2ρ0)−BP0(ρ0)
ε0GP0(Q) si Q ∈ M −BP0(2ρ0)
avec 2ρ0 < δ, ( ε
ρ20+ε2
)(n−2)/2 = ε0(ρ2−n0 + A) et η une fonction réelle positive C∞ décrois-
sante sur R+, à support dans ]−2ρ0,2ρ0[, identiquement égale à 1 sur [0, ρ0], dont le gradient
|∇η(r)|  ρ−10 . Puisque la métrique g est C∞ sur BP0(2ρ0) ⊂ BP0(δ) et que GP0 ∈ H 21 (M −
BP0(ρ0)) (voir le lemme 5.2), alors on a l’estimé suivant de Q(M), obtenu par Schoen [11] :
Q(M)Q(ϕ)K−2(n,2)+ cε20(cρ0 −A)
Comme A > 0 alors on peut choisir ρ0 suffisamment petit (cρ0 < A) pour que Q(M) <
K−2(n,2).
Alors l’équation (23) admet une solution ϕ ∈ C1−[n/p],β(M) strictement positive, par une dé-
monstration analogue à celle du théorème 3.1. La métrique g˜ = ϕ4/(n−2)g est à courbure scalaire
constante Rg˜ = 4(n−1)n−2 Q(M). 
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